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Abstract. In this work, many quantum algorithms will be analyzed, among them,
some will be selected, they will then receive an in-depth analysis of how the
problem works and how it can be adapted to its process in a quantum computer,
and a quantum solution using python's qiskit library will be elaborated.

Resumo. Neste trabalho serdo analisados diversos algoritmos qudnticos, entre
eles, alguns serdo selecionados, estes entdo receberdo uma andalise
aprofundada de como funciona o problema e de como ele pode ser adaptado
para seu processo em um computador qudntico, e caso seja possivel, uma
proposicdo de uma solugdo qudntica para o algoritmo sera proposta.

1. Introducao

Atualmente a computagdo quantica ¢ tema central de pesquisa em ciéncia basica e
tecnologia de fronteira. Nas duas Ultimas décadas, o interesse pela area vinha da
motivagdo de que os algoritmos quanticos fornecem ganhos computacionais
consideraveis, em relacdo aos analogos classicos. Como resultado, nos Ultimos anos
experimentamos avangos tecnologicos que nos permitem comecgar a contornar alguns
problemas praticos para a fabricagdo escalavel dos computadores quanticos.
[BRYLINSKI; CHEN, 2002].

Com a aproximagdo da supremacia quantica” torna-se cada vez mais interessante
e necessario o desenvolvimento de algoritmos, sejam estes exclusivos a computagao
quantica, ou sejam problemas conhecidos e com solugdo cléssica, para serem executados
utilizando o novo paradigma apresentado pelos novos processadores.

Tendo esta necessidade em mente, esta pesquisa consistiu na pesquisa de
algoritmos quanticos, entendendo-os a fundo, empregando um deles e por fim tentando
propor um novo algoritmo com base no implementado. O algoritmo selecionado durante
a pesquisa € o algoritmo de busca de Grover, e dois algoritmos quanticos diferentes foram
propostos para tentar solucionar o problema de busca.

2. Computacio quantica

Antes de iniciarmos de fato nosso estudo, € necessario entendermos o estado da arte e
alguns conceitos empregados pelo novo paradigma e que foram utilizados durante o
trabalho, estes conceitos, por serem relacionados a uma tecnologia nova, ainda sdo pouco
disseminados, e, portanto, devem ser conceituados antes de iniciarmos o estudo.

A comegar com 0s qubits, ou bit quanticos como podem ser referenciados, sdo o
equivalente aos bits dos computadores classicos em computadores quanticos, a grande
diferenga deles para sua versdo classica, ¢ que estes somente assumem duas posicdes
classicas, logicamente 0 e 1, um bif necessariamente esta em uma dessas posigdes, 0s

*Conforme definida por John Preskill (2012) em “Quantum computing and the entanglement frontier”
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qubits em contrapartida podem assumir uma superposi¢do, podendo operar em qualquer
estado dentro desta superposi¢do. A representacdo logica desta superposicao ¢ feita
através de uma esfera de Bloch.

Um qubit, no entanto, diferente dos bits que sempre sabemos seus estados, ¢
necessario ser medido para termos sua posi¢cdo, e nesta medi¢do o estado onde o qubit
estava ¢ perdido, e o resultado ndo nos retorna a posicao deste qubit, e sim a probabilidade
de ele estar no estado 0 ou 1, portanto apesar da maior capacidade computacional que um
qubit nos proporciona, temos de ter cuidado com a saida dos dados, ja que a leitura do
processamento desfaz o processamento anterior.

Conforme mencionado, a esfera ¢ a representagdo 16gica da superposicao de um
qubit (Figura 1), esta esfera possui 3 eixos: X, y € z. Porém o eixo que merece de fato
atencao € o eixo z, pois nas extremidades deste que se encontram os estados 0 e 1, onde
¢ calculada a probabilidade durante a medigdo, note que com isso, apesar da liberdade de
trabalharmos em qualquer quadrante dos eixos x e y, no final ¢ a posi¢cdo em z que vale
para a medigao.
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Figura 1. Esfera de Bloch gerada por uma funcédo do qiskit, a seta avermelhada
apontando para X representa o atual estado do qubit, note que este esta em uma
superposi¢cdo uniforme, pois em relagcdo ao eixo z (que ndo é explicitamente
representado, sendo o eixo com os extremos sendo representados por |0) e |1))
ele estd exatamente no centro.

Outro conceito que temos que ter em mente quando falamos em computagdo
quantica, ¢ o de oraculos, este ndo ¢ um conceito novo € nem exclusivo da computagdo
quantica, porém ¢ um conceito frequentemente empregado quando falamos de algoritmos
quanticos, e, portanto, necessitamos ter um vislumbre para entender melhor o tema.

Um oraculo se trata de uma “caixa preta” dentro de um algoritmo, a ideia ¢ que
durante o processo, nossos dados passem por esta “caixa” e saiam dela, sem termos total
ideia doque foi feito nela, se os dados foram processados ou ndo, e qual o tipo de processo
que foi realizado. Na pratica, e aqui consideramos como foi comumente utilizado nos
algoritmos pesquisados, € como podemos pensar para facilitar o entendimento, se trata de
um algoritmo desconhecido, onde por vezes ¢ mencionado sua funcionalidade. Um
exemplo ficticio, mas baseado nos que serdo vistos, seria a menc¢do de um oraculo que
ordena um vetor dentro de nosso algoritmo, n6s nao precisamos saber necessariamente o
algoritmo utilizado para ordenagdo desse vetor, o que nos interessa ¢ o fato de haver a
necessidade dentro de nosso algoritmo, um outro que ordene nosso vetor.



Por ultimo, vamos falar da Qiskit, como ¢ chamada a biblioteca para python e
desenvolvida pela IBM para simulacdo de algoritmos e circuitos quanticos, sera a
biblioteca que usaremos para implementacdo dos algoritmos, usando a biblioteca
podemos criar circuitos quanticos e executa-los, seja via simulagao (a biblioteca oferece
alguns tipos de simulagdo diferentes, neste caso usaremos o mais utilizado e recomendado
pela propria documentagdo da biblioteca, o simulador aer), ou via um processador
quantico em nuvem da IBM (o processo de execucdo deste ¢ demorado, por conta de
utilizarmos uma fila publica de utilizagdo, portanto majoritariamente utilizaremos a
simulagdo).

2.1. Estado da Arte

Explicados alguns conceitos, ¢ importante entendermos o atual estado da arte onde os
algoritmos quanticos se encontram, por isso abordaremos e exploraremos diversos
algoritmos quanticos e seu atual estado de pesquisa e desenvolvimento.

O local de exploragdo destes algoritmos ¢ o Quantum Algorithm Zoo, um
repositorio gerido por Stephen Jordan da area de Microsoft Quantum e que o atualiza com
frequéncia o repositorio, os algoritmos sdo classificados em 4 tipos, sendo estes:
“algébricos e numero teodricos”, “oraculares”, “aproximac¢do e simulagdo”, e por fim
“otimizacdo, numéricos, ¢ aprendizado de maquina” (classificagdes traduzidas direto do
repositorio).

Comecando pelos algoritmos algébricos e nimero teodricos, escolhemos ja de
inicio o de fatoragdo, cujo problema tradicional que conhecemos de fatoragcdo de numeros
inteiros possui uma solugao para ser executada em modelos quanticos que foi proposta
por Peter Shor desde 1994, e apesar de ainda estarem sendo estudadas variantes mais
otimizadas que executem em tempo ainda melhor, esta solugdo apresenta crucial
importancia no atual cenario, pois € com este algoritmo de fatoracdo que podemos, em
tempo habil, e utilizando um computador quantico, quebrar a criptografia RSA, que por
conta de sua importancia, nos aprofundaremos no entendimento deste algoritmo durante
a terceira parte deste trabalho.

O proximo algoritmo da nossa lista € calculo do logaritmo que, conforme
mostrado por Shor, pode ser calculado em tempo polinomial utilizando curvas elipticas,
quebrando portando criptografias baseadas em curvas elipticas, ndo existe nenhum
algoritmo classico que chegue perto do tempo polinomial do algoritmo quéntico, e por
conta dessa diferenca, nos estudaremos mais a fundo este algoritmo também.

Outro problema tradicional que também possui sua versdo quantica, porém
diferente dos problemas até entdo apresentados, o problema da soma dos subconjuntos, o
tempo de resolucdo quantico ndo se mostra tdo diferente em relagdo ao classico mais
rapido, se comparado com outros algoritmos quanticos e suas versoes cldssicas.

O primeiro de nossos algoritmos oraculares e selecionado para implementarmos.
Este problema consiste em enviar um conjunto N de inputs permitidos a um oraculo, para
qual um deles sera aceito, retornando 1, enquanto os outros retornariam 0, o objetivo €
encontrar justamente o aceito, a grosso modo podemos comparar este problema a um
algoritmo de forca bruta, mas ndo nos limitando a este conceito, o algoritmo quantico de
Lov Grover conseguiu reduzir significativamente o numero de queries necessarias para
se executar tal problema, e como a generalizacdo daquele, que ficou conhecida como
estimacao de amplitude, se tornou um conceito importante para algoritmos quanticos, €



conforme mencionado na introducdo deste trabalho, este foi escolhido para
implementarmos a solu¢ao de Grover e propormos alternativas para suas resolucao.

Em sequéncia temos o algoritmo de interpolacdo polinomial, neste algoritmo, o
problema constitui, ndo em calcular o polinomial, este fica a cargo do oraculo, mas sim
em separar as queries para serem enviadas ao oraculo, sendo que o algoritmo com
polinomiais simples opera quase com metade das queries de um classico.

Para problemas combinatérios otimizados, muitas vezes compensa muito mais
utilizar resultados aproximados com margem de erro pequenas do que procurar a solu¢ao
Otima em si, € com isso abre espago para uma versao quantica do problema de otimizagao
aproximada para gerar aproximagdes mais rapidamente e com margem de erro ainda
menor, e apesar de um algoritmo cldssico mais eficiente ter sido descoberto por
consequéncia da versdo quantica, ainda ¢ um problema que estd sendo pesquisado e
desenvolvido para a area quantica.

O célculo de fungdes Zeta em computadores classicos, leva um tempo
exponencial, enquanto em computadores quanticos o tempo ¢ polinomial. Foi notado
também pelo autor do repositorio que devido a conexao entre os zeros das fungdes Zeta
de Riemann e os autovalores de certos operadores quanticos, computadores quanticos
podem ser capazes de aproximar eficientemente o numero de solugdes para equacdes em
campos finitos.

Seguindo para os algoritmos de aprendizagem de méaquina, onde o préprio autor
do repositdrio evita mencionar somente um por conta dos diferentes tipos de problemas
e algoritmos de aprendizado de maquina, neste caso muitos dos algoritmos quanticos
inicialmente desenvolvidos, foram convertidos de volta para versdes classicas por conta
destes conseguirem serem resolvidos em tempo polinomial, porem alternativas e técnicas
ainda estdo sendo desenvolvidos para tentar melhorar a performance quéntica, sendo
atualmente um dos focos de estudo da computagdo quantica, porém nao nos
aprofundaremos muito nestes algoritmos neste trabalho.

O algoritmo de programacdo dindmica quantico ¢ apresentado no repositorio com
um problema chamado path-in-the-hypercube (caminho no hipercubo), e muitos dos
algoritmos classicos que se utilizam de programac¢do dindmica podem ser modelados
como instancias daquele, o autor menciona também que com a utilizagdo da busca de
Grover em conjunto com técnicas da programacdo dinadmica, o problema pode ser
resolvido significativamente mais rapido em relagao a sua versao classica.

3. Estudo dos algoritmos

Enquanto analisdvamos o atual estado da arte dos algoritmos, notamos trés algoritmos
que merecem destaque especial, os dois primeiros: fatoragdo e log discreto, onde em
ambos se destaca Shor, por ter apresentado solugdes precoces para estes, € que desafiam
alguns dos mais importantes algoritmos de criptografia atuais como a RSA e criptografias
que utilizam curvas elipticas. O terceiro algoritmo, o de busca, onde neste se destaca
Grover, ganha foco pela utilidade deste, vocé pode ter notado que alguns outros
algoritmos mencionados utilizam o algoritmo de Grover em sua resolugao.

E sabido desde antes de Euclides que todo inteiro n ¢ unicamente decomposto em
um produto de primos. Matematicos tem estado interessado na questdo de como fatorar
um numero nesse produto de primos por tanto tempo quanto. Foi apenas na década de



1970, no entanto, que pesquisadores aplicaram os paradigmas da teoria da ciéncia da
computacdo a teoria dos nimeros e observaram os tempos de execugao assintoticos da
fatoracdo de algoritmos [Shor 1996, traduzido].

Peter W. Shor propds um algoritmo quantico para solucdo do problema da
fatoracdo ainda em 1996, e apesar de ja existirem versdes melhores atualmente vamos
focar na solugdo proposta por Shor por ser referéncia quando se trata de fatoracdo em um
computador quantico.

O algoritmo proposto por Shor consistem em, dado um ntimero par n, e escolhido
um numero aleatério x (mod n), devemos calcular a ordem r de x tal que x™ = 1 (mod n)

"
, € entdo calculamos o grande divisor comum entre x2 — 1, n utilizando o algoritmo
euclidiano, o niimero encontrado entdo € um fator de n, repete-se entdo o processo até que
n tenha sido inteiramente fatorado, e antes de continuarmos para a parte onde como isto
seria implementado em um computador quantico, devemos notar alguns pontos de tal
algoritmo: Um numero aleatério x (mod n) (ou seja, um nimero entre 0 € n) é escolhido
pois, estatisticamente ¢ mais vantajoso do que se cada nimero do grupo mod n fosse
tratado individualmente e sequencialmente, em seguida, calculamos x” = 1 (mod n) pois
quando aplicado ao maximo divisor comum valida que o nimero obtido ¢ um fator de n.
As provas matematicas podem ser encontradas no artigo de Shor [6].

Antes de revisarmos como o algoritmo pode ser adaptado para um computador
quantico, primeiro temos que entender a transformada de Fourier quantica, que nada mais
¢ que a transformada répida de Fourier adaptada para a operagdo quantica, que consiste

no uso de duas portas logicas quanticas e na execuc¢do na ordem correta de tais portas,
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Portanto, quando for mencionada a aplicagdo da QFT (Quantum Fourier
Transform, a transformada de Fourier quantica recém introduzida), estamos aplicando
esta sequéncia de operacoes.

Seguindo entdo para o algoritmo de fatoragdo para um computador, dados x e n,
calculamos q, a poténcia de 2 para n? < q < 2n?, tais variaveis entdo servirdo de base
para o sistema quantico. Iniciamos com dois registradores quanticos, no primeiro,
precisamos aplicar uma superposi¢ao uniforme de estados que representam os niimeros
a(mod q), enquanto no segundo registrador nds calculamos x*(mod n) reversivamente
a partir do primeiro registrador, e em sequéncia, aplicamos a QFT no primeiro registrador
medindo entdo o primeiro registrador para obtencdo do resultado, encerrando a parte
quantica, mas ainda necessitando de uma tratativa ainda em um computador cléssico, os
resultados devem ser convertidos para decimais, a fragdo formada por um dos decimais c
dividido por q, se reduzida para um denominador menor que n, nos retorna a fragao d/r,

T

com o valor de r podemos entdo calcular o grande divisor comum entre xz2 — 1,n, que
nos retorna um fator de n.



Uma observacdo que necessita ser apontada, existe a possibilidade que, dos
diferentes valores de r retornados, alguns podem nao ser ideais, porém as probabilidades
demonstradas por Shor ndo serdo abordadas neste trabalho.

Shor demonstrou no mesmo artigo como seria o log discreto em um computador
quantico utilizando 3 registradores. Seguindo o algoritmo proposto por Shor, o log
discreto de x que respeite um niimero primo p e g um gerador tal que 1, g, g2, ..., gP ™2
que comprime todos os residuos ndo zero (mod p) é dado por 7 tal que g" = x (mod p).
Inicialmente encontramos ¢, uma poténcia de 2 tal que g € préximode p comp < q < 2p
e em seguida colocamos os dois primeiros registradores em superposi¢do uniforme, € no
terceiro computamos g%x~?(mod p), para em seguida aplicar a transformada de Fourier
Quantica, conforme vimos anteriormente, e por fim observamos o circuito.

Dos estados observados, nos entao os classificamos como “bons” ou “maus”, para
classificarmos, existe uma condig@o que precisa ser cumprida, para identificarmos se um
estado ¢ “bom”, em caso positivo, ndés podemos recuperar um candidato » através de uma
formula utilizando os estados medidos e a quantidade de estados na condigdo “bom”, e
caso este candidato » falhe na verificagdo, basta repetirmos o circuito em uma quantidade
polinomial de vezes até que encontremos o candidato » correto. A férmula de obtencdo
de r, a condigdo para definicdo de um estado “bom” e a prova da polinomialidade de
repeti¢des sao demonstradas por Shor, mas nao as abordaremos neste trabalho.

Imagine uma lista Telefonica contendo N nomes, arranjados em ordem aleatoria.
Para se encontrar o telefone de alguém com probabilidade de 2, qualquer algoritmo
classico (seja ele deterministico ou probabilistico) vai necessitar observar no minimo N/2
nomes. [Grover 1996, traduzido]

Grover em 1996 propds um algoritmo de busca para ser aplicado em sistemas
quanticos para o classico problema de busca em um vetor ndo ordenado, o vetor neste
caso, serdo os estados dos qubit.

Conforme vimos em secdes anteriores, este algoritmo ¢ classificado como
oracular, ou seja, haverd uso de um oraculo no meio do algoritmo, este oraculo, por
defini¢do, se trata de uma “caixa preta”, ou seja, algo pelo qual nosso sistema passara,
que pode ou ndo executar algum processamento ou alteracdo em nosso sistema, na pratica,
podemos definir como algum algoritmo (seja ele conhecido ou ndo, ou que tenha alguma
finalidade clara, ou puramente para teste) que serd executado anteriormente ao algoritmo
de busca de Grover, cujo algum resultado especifico deverd ser encontrado.

O algoritmo inicia-se com a aplicagio do oraculo em nosso sistema
uniformemente superposto, a proxima etapa necessita ser executado O(V N ), onde N ¢ a
quantidade de qubits:

Os estados dos quais queremos buscar, nos rotacionamos por 1 radianos, enquanto
os outros deixamos inalterados, em sequéncia aplicamos a matriz de difusdo, definida por
Grover como D = WRW, onde W seria a porta Hadamard, usada mais frequentemente
para colocar o sistema em estado superposto, € R ¢ definido como uma matriz diagonal,
onde a diagonal pode ser definida como um vetor onde o primeiro elemento € 1, e o
restante -1:

Ri’j=Osei¢j

Ri,i: 1sei=0



Ri,i= —1sei#0

Terminado o algoritmo, medimos o sistema, € podemos observar que o estado que
foi rotacionado logo no inicio, possui uma probabilidade de pelo menos 5.

Este algoritmo de Grover se tornou amplamente utilizado em conjunto com outros
algoritmos por incrivelmente facilitar encontrar um estado especifico que esteja
rotacionado T radianos, € por conta de sua ampla utilizagdo, este serd o algoritmo
implementado na secao III deste trabalho.

4. Elaboraciao de uma Solucio

Conforme mencionado, o algoritmo elaborado foi o algoritmo de Busca, a comegar pela
implementa¢do do algoritmo proposto por Grover, esta aplicacdo utilizou-se de um
notebook python ipynb, e para a parte quantica a biblioteca giskit.

Inicialmente executamos o algoritmo com um oraculo que simplesmente vai
marcar (aqui, marcar se refere a rotacdo de 1 radianos que ¢ aplicada ao estado que se
deseja encontrar) algum estado em superposicao de escolha aleatoria, e aplicamos a
matriz de difusdo, onde em seguida observamos os resultados, apos tais etapas, um
oraculo mais elaborado, com um exemplo mais pratico foi elaborado, para termos uma
melhor no¢ao da capacidade e usabilidade do algoritmo.

Uma vez feita a importagdo das bibliotecas giskit, numpy (para auxiliar na
manipulacdo dos dados) e pyplot, do matplotlib (para visualizagdo dos resultados)
(Codigo 1), e como mencionado anteriormente foi selecionado um estado qualquer,
criamos através da biblioteca um circuito quantico, neste exemplo, usamos um circuito
de 3 qubits (Codigo 1).

# numero de qubits
n=3
# criacao do circuito

algoritmoGrover = QuantumCircuit(n)

A

Cddigo 1. Trecho necessério para declaracdo do nosso circuito, este chamado
de algoritmoGrover, com n = 3 qubits

Aqui, chegamos a algumas maneiras de realizar a rotacdo necessaria, o método
ideal de se executar, seria usando uma porta Z, que realiza justamente a operacao de que
necessitamos, porém para o nosso caso de 3 gubits, rotacionar o qubit gera uma situagao
indesejada com mais de um estado marcado, por conta disto preferimos aplicar uma
matriz diagonal especificando somente um estado.

Para a aplica¢do de matrizes diagonais ao nosso circuito a biblioteca giskit possui
uma funcao simplificada para tal, necessitando somente dos qubits onde serd executada,
e um vetor que representa a diagonal da matriz.

Para especificar 0 estado, desenvolvemos a funcao
converteNumeroDiagonalOraculo (Codigo 2) que recebe um nUmero inteiro que
represente um estado, e o nimero de gubits do sistema, e retorna um vetor pronto para
ser executado em conjunto com a funcdo diagonal da biblioteca, a aplicagdo podemos




observar no Cédigo 4, o circuito gerado do oraculo na Figura 2 e a leitura dos estados nas
figuras 2 e 3.

1. def converteNumeroDiagonalOraculo(number, qubits):
2. if (2**qubits) < (number-1):
3. return -1
4. aux = np.ones(2**qubits,dtype=int)
5. aux[number| = -1
6. return aux
Cddigo 2. Funcao elaborada para o trabalho conforme mencionado acima
1. #aplica hadamard em um circuito para a lista de gbits especificada
2. def inicializaSobreposicao (qc, qubits):
3. for q in qubits:
4. gc.h(q)
5. return qc
Cdodigo 3. Funcao auxiliar para aplicar a porta Hadamard nos qubits
especificados, quando falamos de superposic¢do uniforme, falamos da aplicacdo
destas portas
l. #Variaveis para Oraculo Teste
2. numeroProcurado = 4
3. groverDiagonal = converteNumeroDiagonalOraculo(numeroProcurado,n)
4.
5. #inicializando/oraculo teste
6. algoritmoGrover = inicializaSobreposicao(algoritmoGrover,allQbits)
7. algoritmoGrover.diagonal(list(groverDiagonal),allQbits)
8. algoritmoGrover.draw()

Caodigo 4. A preparacdo do nosso circuito para procurar o estado 100
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Figura 2. Representacdo em forma de diagrama utilizada pelo préprio giskit de
Nnosso oraculo
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Figura 3. Vetor de estados que foi obtido através do simulador aer, do qgiskit,
note que todos os estados estédo idénticos, com excecado do estado 100, que esta
negativo, e € aquele que queremos buscar.

Chegando entdo no nucleo do algoritmo de Grover, precisamos aplicar a matriz
de difusdo, que conforme mencionada ¢ definida como D = WRW, sendo W a aplicagao
da matriz que deixa os estados em superposi¢ao uniforme, que se trata da aplicagdo da
porta Hadamard nos qubits necessarios, se notarem bem, a nossa funcao auxiliar
inicializaSobreposicao (Codigo 3) executa exatamente esta operagdo, portanto somente
nos resta a matriz R, que precisamos elaborar.

Como a matriz R se trata de uma matriz diagonal, aplicamos a fung¢ao diagonal ja
embarcada na biblioteca, ou seja, elaboramos o vetor que represente a diagonal, para isso,
criamos usando o numpy um vetor de tamanho 2”n preenchido com nimeros 1, onde n ¢
quantidade de qubits (no caso deste exemplo: 3) e invertemos o sinal de todos, com
excecao do primeiro (Cddigo 5).

Agora que temos W e R, podemos aplicar sem problemas a matriz D, e medir os
resultados da execucao, conforme o codigo 5 abaixo:

def matrizDifusao(qc, qubits):
#D=WRW
# Matriz de difusao = Hadamard -> diagonal[1,-1,-1,-1] -> Hadamard
R = np.ones(2**len(qubits),dtype=int)
for iin range(1,2**n):
R[i] =-1
inicializaSobreposicao(qc,qubits)

gc.diagonal(list(R), qubits)

A S R O o D e

inicializaSobreposicao(qc,qubits)

_.
e

return qc

Cddigo 5. Funcao que aplica a matriz de difusdo ao circuito
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Figura 4. Circuito depois de aplicado o oraculo e a matriz de difusdo
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Figura 5. Plot da simulacdo da observacéo dos resultados

Como podemos observar na figura 5, o algoritmo funcionou como o esperado, o
estado desejado foi rotacionado e encontrado, tornando muito simples encontrarmos
qualquer estado desejado, podendo nos dar liberdade para trabalharmos com os estados
livremente, bastando ao final rotacionar os estados para a posi¢do certa e aplicarmos a
matriz de difusdo, que quando medirmos, podemos claramente encontrar qual o resultado
correto.

Uma propriedade interessante do algoritmo de Grover, ¢ a capacidade de
podermos marcar mais de um estado, por isso, reexecutamos o teste, porém desta vez com
dois estados rotacionados.

Para rotacionar os dois estados, ao invés de aplicarmos a diagonal como descrita
anteriormente, podemos usar a porta CZ (controled Z, ou Z controlada), que se trata da
porta de rotagdo Z, mas controlada por um outro qubit, para nos limitarmos a somente os
estados desejados, que nesse caso serdo os estados 011 e 111 (Cddigo 6).

1. algoritmoGrover = inicializaSobreposicao(algoritmoGrover,allQbits)

2. algoritmoGrover.cz(0,1)

Caodigo 6. Versao do algoritmo para o novo teste proposto
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Figura 6. Novo Diagrama de nosso oraculo

Figura 7. Vetor de estados gerado pela simulacdo, podemos observar os dois
estados rotacionados, sdo eles que desejamos buscar
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Figura 8. Plot do resultado da simulacao observada, apds aplicarmos a matriz
de difusdo

Pelos resultados deste segundo teste, observamos a possibilidade do algoritmo de
Grover nao se limitar a um estado de busca, mas multiplas buscas, contanto que estes

estejam devidamente rotacionados.

A seguir, veremos duas alternativas que foram elaboradas, a primeira, que se
utiliza das probabilidades medidas nos qubits (os estados) em conjunto com portas
quanticas, e a segunda, que se utiliza das rotagdes nos qubits, ambas tendo como entrada
um vetor desordenado contendo ntimeros de 0 a 15, e um numero, também de 0 a 15, que
seria o numero a ser buscado em tais vetores, o range 0 a 15 foi escolhido para simular a
base hexadecimal, mantendo um range proximo ao utilizado classicamente, de forma que



facilitasse o entendimento do ocorrido no circuito, evitando perda de precisdo que ranges
maiores causariam.

A primeira proposta, que chamamos de algoritmo de busca quantico por
probabilidade, ou ABQP para facilitar, ¢ o segundo, chamado de algoritmo de busca
quantico por rotacdes, ou ABQR, por trabalhar com rotagdes nos qubits.

4.1 Algoritmo de busca quantico por probabilidade

A ideia desenvolvida neste algoritmo ¢ de codificar os nimeros do vetor de entrada no
vetor de estados, o vetor de entrada precisa ter 2" — 1 elementos, para que na tltima
posicao do vetor de estados seja posicionado o nimero a ser buscado, a porta proposta
entdo subtrairia cada estado pelo estado buscado, resultando entao em um vetor de estados
onde o niimero buscado teria medigao zero.

Para aplicar tal algoritmo iniciamos montando um vetor 2", onde a ltima posi¢ao
contém nosso nimero buscado, enquanto o restante das posi¢des possui nimeros de um
vetor, com este vetor montado, podemos iniciar a tratativa para fazé-lo representar
amplitudes de um circuito, e entdo, utilizando a fun¢do StatePreparation do giskit, termos
um circuito que tenha este vetor como seu vetor de estados.

A normalizagdo para deixar o vetor na sua forma de estados pode ser realizada
dividindo cada elemento pela raiz da soma dos elementos quadraticos, este vetor
normalizado ¢ traduzido para o circuito utilizando a fun¢do StatePreparation do giskit.

A porta logica quantica elaborada que cumpriria com a subtragdo das
probabilidades, seria uma matriz n por n onde a diagonal teria valor 1, os valores da tltima
linha teriam valor -1, e o restante das posi¢des seria composto por 0, a representacao desta
matriz se da por:

1 0 0 0 0
0 1 0 0 O
0 0 1 0 O
: : : 0 0
0 0 o - 1 0
-1 -1 -1 - -1 1

Porém, tal porta precisa também ser transformada, para ficar no formato de uma
matriz unitaria para que possamos utilizd-la no nosso circuito, para tal conversao,
utilizamos o procedimento de Gram-Schmidt, e aplicamos ao circuito que por sua vez fica
pronto para ser executado.

Alguns testes foram realizados com este algoritmo proposto, no caso o numero de
qubits utilizado foi 3, o vetor a ser buscado foi aleatoriamente estruturado como a seguir:
[7,12,4,15,3,13,11] e o nimero de busca foi sendo alterado para se analisar os resultados
nas simulacdes. O portdo logico e sua matriz unitdria, respectivamente para este caso de
teste:
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-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1
0.7071 —-0.4082 -0.2887 -—0.2236 -0.1826 —0.1543 -0.1336 0.3536
0.0000 0.8165 —0.2887 -—-0.2236 -—0.1826 —0.1543 -—-0.1336 0.3536
0.0000  0.0000 0.8660 —0.2236 -0.1826 —0.1543 -0.1336 0.3536
0.0000  0.0000  0.0000 0.8944 —-0.1826 -—0.1543 -—-0.1336 0.3536
0.0000  0.0000  0.0000 0.0000 09129 -0.1543 -0.1336 0.3536
0.0000  0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.9258 —0.1336 0.3536
0.0000  0.0000  0.0000  0.0000 0.0000 0.0000 0.9354 0.3536
-0.7071 -0.4082 -0.2887 —0.2236 -0.1826 —0.1543 -0.1336 0.3536

Nos primeiros testes executados, utilizando a mesma configuracao de simulagdo utilizada
no algoritmo de Grover (isto é, utilizando o simulador aer do giskif), o algoritmo
infelizmente ndo demonstrou uma boa precisdo apds passar pelo portdo, gerando muita
flutuacdo e resultados insatisfatorios (Figura 9).
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Figura 9. Resultados da simulacdo buscando o nimero 7 (Primeira posi¢cdo do
vetor)

Na Figura 9 acima vemos o resultado da medigao do circuito final, conforme descrito
o numero buscado deveria ter a probabilidade mais baixa, nesse caso, 000, porém
observamos claramente que nao foi o caso, ja que 001, 010 e 100 tiveram probabilidades
mais baixas. Nos vetores de estado 1 e 2 abaixo, observamos o comportamento dos
estados do nosso algoritmo durante a execugao.

[0.25032,0.42912,0.14304, 0.5364,0.10728, 0.46488,0.39336, 0.25032]

Vetor de estados 1. Codificado nas probabilidades, note que o ultimo elemento
€ igual ao primeiro, pois o valor 0.25 seria a representacdo do nimero 7.

[—0.2148,0.13376,—0.05145, 0.42439,0.06214,0.46633, 0.45646, —0.56881 ]

Vetor de estados 2. Depois do circuito passar pelo portdo proposto, o resultado
esperado.
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Figura 10. Resultados das buscas dos numeros 3 e 13 no mesmo vetor, como
podemos ver, os resultados ndo sao os esperados.

Observando os estados, concluimos que o problema esta no portdo proposto, que
por ter sido convertido para uma matriz unitaria perdeu a precisao que seria necessaria
para nos dar um resultado correto, porém durante a elaboragcdo de possiveis corregdes
para esta porta, foi pensado na ideia de utilizar-se das rotagdes dos qubits para guardar e
manipular os dados, ao invés de usarmos os estados das medigdes, por conta de um melhor
desempenho desta segunda alternativa, o foco maior sera nele.

4.2 Algoritmo de busca quantico por rotacao

A ideia deste algoritmo, ¢ de codificar os numeros do vetor em cada qubit ao longo do
perimetro do primeiro quadrante do eixo y do qubit, uma vez esses dados codificados,
aplicamos uma segunda rotacdo igual para cada gubit, com angulo definido pelo nimero
buscado, de tal forma que o qubit que guarda o numero correspondente ao que estamos
buscando, fique em uma superposi¢do uniforme, e por fim aplicamos portas H em cada
um, o nosso qubit desejado entdo teria leitura em 100% de chance de estar em 0, enquanto
outros qubits com valores diferentes dos buscados nao trardo tamanha certeza na medicao.

Visualmente, isto €, convertendo nossos qubits para a visualizacdo de suas
respectivas esferas de Bloch conseguimos entender melhor o algoritmo proposto, por isso
foi elaborada a visualizacdo etapa a etapa, utilizando a fun¢do do giskit que gera uma
visualizag¢do das esferas de Bloch do nosso circuito podemos acompanhar o resultado de
cada rotagdo aplicada.

Ainda considerando a regra utilizada anteriormente, trabalhamos com niimeros de
0 a 15, se normalizarmos nosso vetor para tal range, conforme executado anteriormente,

. . . s . .
e multiplicarmos por 90 graus radianos ( 3 ) obtemos os graus radianos que precisamos

para codificar os dados nos gubits, tal rotacao ¢ facilmente alcangada utilizando o portao
ry do giskit (o resultado desta etapa em um circuito de teste podemos observar na figura
11, note como a seta representado a posi¢cao do qubit se desloca ao longo da circunferéncia
do eixo y).
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Figura 11. Acima trés esferas de Bloch representando trés qubits diferentes
durante nossa etapa de codificacdo, contendo os valores 0, 8 e 15,
respectivamente.

A seguir, aplicamos a mesma regra de normalizac¢ao e conversao para radianos no
nosso numero a ser buscado, e extraimos seu complemento, para tal, podemos subtrair
nosso numero por 15 antes de normaliza-lo (o numero que subtraimos se da pelo range
sendo trabalhado), ou subtrai-lo por 90 graus depois de convertido a radianos,
independente a abordagem, precisamos obter o mddulo deste. Com o numero a ser
buscado devidamente tratado, aplicamos uma rotagdo em y em cada gubit com tal valor
(Na figura 12 observamos esta aplicagdo, note como o Unico gubit em superposi¢cao

uniforme € o qubit 1).

qubit O qubit 1
0) 0) 19}

X *f,"’;— — X \ ﬁ,,,‘:‘f_:i‘_A-*""" X

1) )

Figura 12. Etapa de “busca” do nimero 8 a ser encontrado.

Por fim aplicamos portas hadamard em cada qgubit, isto farda com que o nosso qubit
buscado desfaga a superposicao, enquanto os outros ainda a manterdo, assim quando
medirmos nosso circuito, o gubit buscado sera o inico com certeza de estar em 0, portanto

sendo facilmente identificdvel (Como demonstrado na figura 13 e na medi¢ao da figura
14).
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Figura 13. Circuito da figura 12 apds passarmos cada qubit pela porta hadamard.

800 740

600

Count
o+
[=]
(=]

200 1

151
11
ol |
~ L]
S S <
~ ~

o
s
Figura 14. Resultado da medicéo do circuito exemplo utilizando o simulador aer.

Diversos testes foram elaborados utilizando este algoritmo, alterando para varios
cenarios tanto o nimero buscado quanto o vetor que seria buscado, apresentando
resultados suficientemente satisfatorios, como observamos nas figuras 15 e 16.

Analisando o algoritmo e os resultados, notamos que niimeros com valores
proximos do que buscamos podem apresentar falsos positivos, enquanto nimeros mais
espacados mantém uma acuracia muito melhor, isto poderia ser resolvido se reduzissemos
o range dos numeros utilizados, j4 que como vimos anteriormente, quando codificamos
os numeros nos qubits, ranges menores aumentariam o angulo de diferenca entre os
numeros, e, portanto, aumentado a precisdo nestes casos em que temos numeros muito
proximos.

Outro ponto que podemos identificar dos resultados, € a capacidade de um qubit
de armazenar e processar informagdo em relagdo aos bits classicos, nesse nosso algoritmo,
cada qubit foi capaz de armazenar um valor hexadecimal, e processa-lo por si so, € apesar
da diferenga de um processador quantico nao ser o ponto em discussao, vale ser observada
essa capacidade superior.

Partindo para uma andlise de complexidade, e pensando que para um vetor a ser
buscado de tamanho n n6s tenhamos igualmente n qubits para que nosso algoritmo nao
tenha que passar por adaptagdes (que no caso consistiriam em separar nosso vetor para
reutilizar os qubits, mas que ndo € nosso intuito abordar nesse trabalho), notamos um
grande custo na etapa de codificacdo dos dados, que por precisar tratar os dados, tem
custo n, mas uma vez os dados codificados, a etapa de aplicar a rotagdo para encontrar o



nosso numero e a aplicacdo da nossa porta hadamard, que podem ser integrados ao
circuito previamente, portanto sendo executados em tempo constante.
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Figura 15. Resultados para testes com 0s respectivos vetores: [7,14,11] e [4, 5,
6] buscando os respectivos nimeros: 11 e 5
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Figura 16. Resultados para testes com os respectivos vetores: [4, 8, 12] e [15,
10, 7] buscando os respectivos numeros: 5e 7

5. Consideracoes finais

Analisamos e entendemos no inicio deste trabalho diversos algoritmos quanticos, alguns
entre eles que possuem inclusive uma versao classica, e conseguimos identificar a grande
diferenga dos paradigmas de ambas, onde apesar de realizarem as mesmas, ou muito
parecidas, tarefas, seu funcionamento quase que por completo € alterado, ndo apenas por
ter sido adaptado para sua versdo quantica, mas pelo funcionamento dos qubits
permitirem maneiras de processarmos os dados que computadores cldssicos nao
conseguem de modo habil.

O algoritmo escolhido para ser trabalhado e estudado foi o algoritmo de busca de
Grover, tal como os algoritmos propostos, nota-se facilmente uma grande dificuldade em
codificar os dados classicos em qubits, onde dependendo da quantidade de dados
classicos trabalhados, estes serdo responsaveis pela maior parte da complexidade do
algoritmo.



Dentre os algoritmos propostos, foram abordadas duas estratégias quanticas, uma
através das probabilidades, e uma através de rotagdes, a comecar pelo das probabilidades,
percebemos dificuldade em trabalhar com este tipo de abordagem, pelo fato de sistemas
quanticos possuirem ruido por conta da forma como funcionam os sistemas quanticos e
perderem precisdo facilmente se ndo trabalhados com cuidado. Referente a abordagem
através de rotacdes, conseguimos analisar e entender melhor o funcionamento dos qubits
e a grande diferenca que eles apresentam em relagdo a suas versoes cléssicas. O notebook
python onde estes algoritmos foram executados e trabalhados esta publicado no GitHub*.
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